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CINEMATICA DEI CORPI RIGIDI

Un corpo e rigido se mantiene inalterata la sum#oe le sue dimensioni durante
gualungue moto. Quindi, comunque si scelga una fibateriale di estrenfl, e P,
appartenente al corpo, la sua posizione potra @aambil tempo ma la sua lunghezza

lo dovra rimanere costante:

Otz (R(t) =R (1)) 4R(1) - R(1) =15 CED
Il teorema di Mozzi stabilisce che un corpo edigie percio la precedente relazione

e identicamente verificata, se e soltanto se irisgaga moto le velocitay, e v, dei

punti materiali arbitrarP, e P, rispettano la seguente legge:

dove ® ¢ il vettore velocita di rotazione angolare.

Poiché nella statica classica si ricerca una foamiahe delle leggi cinematiche e
dell’equilibrio non dipendente dal tempo fisicda legge di Mozzi viene spesso

espressa in termini di spostamenti infinitesimi:

dP, =dP,+do O(P,-P,), (1.3)
dove, per chiarire la totale equivalenza delleziela (1.2) e (1.3), si puo pensare
che dP =vdt e dP,=v,dt siano gli spostamenti che i punti mater@fie P,

subiscono nel periodo di tempo infinitesidb e che dw=wdt sia la rotazione

Infinitesima subita del corpo rigido nello stesswipdo di tempo
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Fig. 1

Il significato geometrico della legge di Mozzi pessere chiarito se consideriamo
un’asta le cui dimensioni trasversali siano picawpetto alla sua lungheztad il

cui asse sia il vettorer,-P, =1i, parallelo al versora. Supponiamo che lo

spostamento elementare dell’asta avvenga nel pdella rappresentazione, di
normalek, ed osserviamo dalla Figura 1 che lo spostamerntietalel secondo

estremoP, si puo decomporre in due spostamenti:
Uno spostamentadP, dovuto alla traslazione dell'asta, in cui il sedon
estremo dell’ast®, subisce lo stesso spostamento del primo estremo

Uno spostamentddwj =dak O dovuto alla rotazione elementate .

Il teorema di Mozzi afferma quindi che uno spowtato elementare rigido si

compone di una traslazione elementare e di unazrokee elementare.

Sono importanti le seguenti osservazioni:
In natura non esistono corpi rigidi, ma ogni cofpo una sua deformabilita,
anche se limitata.
Il modello di corpo rigido permette di ottenereamhazioni solo parziali sulla
risposta di una struttura alle forze ad essa agiglicpercio non permette di
risolvere i quesiti fondamentali della Scienzdal€lostruzioni, che si devono

affrontare cercando una modellazione delle straeittome corpi deformabili.



PICCOLI SPOSTAMENTINella meccanica delle strutture e dei solidi eaass
comune l'ipotesi dipiccoli spostamentd spostamenti infinitesimi, parzialmente
giustificata dall'osservazione sperimentale ed iappile ad una parte rilevante dei
problemi strutturali, che permette di semplificamemodo sostanziale lo studio di
guesti ultimi.

Nell'ambito di questa ipotesi, come gia anticipatcampi di spostamento rigidi sono
descritti tramite la legge di Mozzi e, piu in gesle, le leggi cinematiche sono
rappresentabili attraverso relazioni lineari

In merito a quest'ultima osservazione si pu0 retehe se l'asta della Figura
precedente fosse soggetta ad una rotazione fioitaassek attorno all’estremd,

lo spostamento del secondo estremo dell’astaeigldbe pari a:
dP, =Isenf)j-I[1-cos)]i (1.4)

mostrando una dipendenza chiaramente non linedeerd&azionew.

P=Isen(w)j - I[1-cos( )]

J’kLi' |

Fig. 2

Se pero si considera I'angolo di rotazianeiccolo, sviluppando in serie di Mac

Lauren la precedente relazione si ha:
. . (D3 . (D2
dP, =Isenf)j-l[1-cos@)]i =1 m-a j-[1- 1-5 ] +O (0)4)

=lwj +O (0)2)

mostrando cosi che la validita della legge di Mgz valori piccoli della rotazione.



SPOSTAMENTI ELEMENTARI RIGIDI PIANI. CENTRO DI ISITANEA
ROTAZIONE. Consideriamo un generico corpo soggetto ad unaapesto rigido
elementare, ad esempio la barra rappresentatgurafiil cui spostamento avviene
nel piano di normalk:

In base alla legge di Mozzyli spostamenti dei due estremi della barra sogatie

dalla relazione:

dxi+dy=di+dy+ e O[( 3 §+(y ¥ ]
Il moto rigido piano in figura, come ogni altro s@mento piano elementare, € anche

esprimibile come rotazione elementare attorno agunioC del piano, dett@entro

di istantanea rotazionali coordinatex, e y_, per cui risulta anche:
dxi +dyj = dok O (%= x) +( y= ¥) |
dxi +dyj = dek O] (%= X +( ¥~ ) |
In queste dispense non si esporra la procedurdieagler la determinazione del

centro di istantanea rotazione. E’ pero utile spesterminare graficamente il centro

di istantanea rotazionéZ si ottiene tracciando d& e P, le normali ai vettori
spostamentalP, e dP, e determinando la loro intersezione, cosi conte fatfigura.

Nel caso in cui il corpo sia soggetto ad una teaste semplice, le due normali si
intersecano in un punto all'infinito ed il centre idtantanea rotazione e il punto

improprio della direzione ortogonale a quella dakeslazione.



Come si mostrera nel seguito, i vincoli impostiwadcorpo rigido piano limitano i
possibili moti del corpo e le posizioni possibiglctentro di istantanea rotazione ad

essi relativi.



PRINCIPIO DEL LAVORI VIRTUALI ED EQUAZIONI CARDINALI DELLA
STATICA

Le equazioni cardinali della statica si deduconaetiando i corpi solidi come corpi
rigidi ed accettando un Principio a fondamentoad&ctienza delle Costruzioni e di
tutta la Meccanica, noto come Principio dei Lawxdrtuali (PLV).

Una prima intuizione di questo Principio si trovegh scritti di alcuni scienziati greci
di scuola Aristotelica, che ricercarono un’intetpeone razionale delle leggi di
equilibrio della bilancia e delle leve. Il piu impante fra questi fu il siracusano

Archimede.

F
F

dw l.dw
l.do | I

1 [2

Fig. 3

Il PLV afferma che la bilancia in Figura é in eduilo se e solo se il lavoro dalla
forza Fy, causato da un arbitrario spostamenteirtuale della bilancia
opportunamente piccolo, € uguale e contrario abrtavdalla forzaF,. Il termine
virtuale indica che non vi e alcuna relazione fisica traspmstamento elementare
impresso alla bilancia e le forze agenti su essa.

Quindi, per qualsiasi rotazione elementete, deve risultare:
F (l,dw)+F, (-l fw) =0 | (2.1)
da cui si deduce la relazione di equilibrio
Flll — F2|2 (2.2)
che introduce il concetto di momento di una formaguesto caso pari al prodotto

della forza per la distanza del suo punto di apglane dal fulcro della bilancia.



Il PLV stabilisce quindi che la bilancia € in edjnilo se e solo se i momenti delle due

forze (considerati non affetti da segno) sono ugual

Come e noto dalla statica, in generale il momemtona forza rispetto ad un polo
genericaO é definito come prodotto della forza per il duraccio d,pari a la distanza

della retta di applicazione della forza dal pGlo

Fig. 4




APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DEL LAVORI VIRTUALI AIN GENERICO
CORPO RIGIDO LIBERO. EQUAZIONI CARDINALI DELLA ST@A.

Fig. 5

Applichiamo ora il PLV ad un generico corpo rigidibero per stabilire quali leggi
ne determinino I'equilibrio.
Per ogni arbitrario spostamento rigido elementdréavoro virtuale delle forze

applicate deve essere identicamente nullo:
[d
.. Y R@R =) Fldg+de O(R -O)|=0 (2.3)

Ode
dove dq é la traslazione elementare di un generico puomiterialeO e do la

rotazione elementare del corpo.
Supponiamo in un primo tempo che lo spostamentoiale assegnato sia la sola

traslazione arbitrariaq, per cui, annullando la rotazione nella (2.3), otteniamo:
YRR =dq} F=0 (2.4)
i i

e quindi, per l'arbitrarieta dilg, deduciamo che ldsultante delle forze agenti sul
corpo deve essere nulla:
R=)F=0
i (2.5)
Questa legge puo essere interpretata geometricarossgrvando che essa impone
che il poligono delle forze sia chiuso:



Supponiamo ora che lo spostamento virtuale impaktorpo sia la sola rotazione
arbitrariade . Annullando la traslaziongd , la (2.3) si riduce a:
) F e O(P-0)=0
! (2.6)
dove, per le regole del prodotto vettoriale misto:

> F o 0(R-0) = do [{R -0) [F = dw(} (R -0)F =0

(2.7)

da cui, per l'arbitrarieta dilo , si deduce la condizione di equilibrio:

M(@©)=2.(R-O)CF =0

Dove M () e il momento risultantéspetto al polo generido.

Le equazioni che impongono quindi I'equilibrioudh corpo rigido libero sono:

R=>F=0

M(O)=Z(Pi—O)EFi =0

Esse impongono quindi che, rispetto ad un polegew, la risultante ed il momento
risultante di tutte le forze agenti sono nulli. e queste quantita vettoriali
dipendono linearmente dalle forze applicate, istesta seguente proprieta:

Se su un singolo corpo rigido in equilibrio si stssce a delle forze agenti una o
piu forze aventi lo stessa risultante e lo stessmnanto risultante (staticamente

equivalenti), il corpo permane in equilibrio.



SISTEMI DI FORZE STATICAMENTE EQUIVALENTue sistemi di forze si
dicono staticamente equivalenti se hanno la stessa risultante e lo stesso momento

risultante rispetto ad un polo assegnato.

SISTEMI DI FORZE STATICAMENTE EQUIVALENTI

In conseguenza della legge di trasposizione dei emdim(gia nota dai corsi
precedenti) , due sistemi staticamente equivaleahino lo stesso momento risultante
rispetto a qualsiasi polo.

Il concetto di equivalenza statica fra sistemifatize e di notevole utilita per le

applicazioni della statica dei corpi rigidi (conaa& mostrato nelle esercitazioni).

Teorema. | sistemi di forze con risultante non nulla ed avemvariante scalarel
nullo:

R%0

| =RM(0)=0



sono staticamente equivalenti ad una sola forzZ#a dsultante equivalentel’asse

di applicazione della risultante equivalente eala$ise centralelel sistema.

Sono sistemi ad invariante scalare nullo | sistdimfiorze piani, i sistemi di forze

paralleli ed i sistemi di forze concorrenti in wmpo.
Qui di seguito sono riportati due classici esempi dketerminazione grafica della
risultante equivalente, relativi ad un sistemaud tbrze e ad un sistema costituito da

una forza ed una coppia.

Risultante equivalente di un sistema piano di dueef

F.

F
/ dz

&

0
R

/ d

ch

d ©

Rd= Fd - Rd

Il procedimento grafico ora esposto puo essers@stesistemi piani costituiti da un
numero generico di forze, reiterando le operazopra esposte e sostituendo ad ogni

iterazione ad una o piu coppie di forze la loraltante equivalente.



Risultante equivalente di un sistema piano costitda una forza ed una coppia

M

F C\ Asse centrale

Staticamente equvalente a

d

Staticamente equvalente a



TRAVE

La trave € un solido tridimensionale generato daalazione di una figura piana,
che chiamiamosezionedella trave, in direzione ortogonale al suo piahe.
dimensioni trasversali della sezione devono espE®le rispetto alla lunghezza
della trave. La linea congiungente i baricentrilelelezioni € chiamatassedella
trave. La trave viene spesso rappresentata tramiteodello di calcolo costituito da
un elemento solido monodimensionale coincidenteilcsuo asse. Le forze applicate
Su ogni concio elementare (porzione di trave cosgprea due sezioni a distanza
infinitesima) vengono rappresentate da forze statente equivalenti applicate sul
baricentro del concio. Gli esempi svolti nelle egarioni chiariranno questo
concetto.

O/ yi 4 | 14
/
y ’
,
Forze staticamente equivalenti
Z rrrry
X//// — Ll
g ]
y
!

Anche se in queste dispense si tratta soltant@® dedvi ad asse rettilineo, come
guella rappresentata in Figura, nelle applicazgamo anche importanti le travi ad

asse curvilineo (archi) e le travi a sezione \mlea

Assegnata una struttura costituita da travi, pen tgve si stabilisce un sistema di
riferimento locale, in generale distinto dal ema di riferimento globale dell'intera
struttura. In Figura e indicata la scelta del nf@nto locale piu utilizzata nella
letteratura italiana, in cui I'asse z coincide ¢@metta che congiunge i baricentri delle
sezioni e l'origine e posta nel baricentro dellzisee di sinistra. E’ necessario

osservare che questa é solo una delle scelte possihe possono essere fatte scelte



diverse, come avviene in diverse norme internaicgd in molti programmi di

calcolo, senza che siano introdotte differenzeadlira concettuale.

MODELLAZIONE DEI VINCOLI E DELLE TRAVI

Vedi appunti delle lezioni .............



STRUTTURRBRABILI, ISOSTATICHE ED IPERSTATICHE
In queste dispense si introducono i concetti dilitab isostaticita ed iperstaticita di
una struttura (attualmente modellata come uno @gipi rigidi vincolati tra di loro e
con l'esterno), ponendone in risalto solo gli asdetico-meccanici. | conseguenti
sviluppi analitici sono quindi rimandati alla pagsercitativa.

In particolare, una struttura si definisce:

 labile, se puod sviluppare moti rigidi, finiti 0 anche sahdinitesimi;

» isodtatica, se non puo sviluppare moti rigidi ed e soggetta ued numero
strettamente necessario di condizioni di vincolo;

» |perstatica, se non puod sviluppare moti rigidi ed é soggettauadnumero di

condizioni di vincolo superiore a quello strettarfeenecessario.

Da queste definizioni, di natura cinematica, conse@ le seguenti proprieta

relative all'equilibrio tra forze attive e reatt:

* In una strutturalabile si puo realizzare I'equilibrio solo in corrispondenda
particolari sistemi di forze applicate, mentre in generale agrossibile che si
realizzi I'equilibrio statico.

* In una strutturaisostatica, per ogni sistema di forze applicate, si puo
sviluppare uno ed un solo sistema di reazioni Martan grado realizzare
I'equilibrio. Quindi, per ogni sistema di forze, sas sara staticamente
determinata.

* In una strutturaiperstatica, per ogni sistema di forze esterne attive, si pegso
sviluppare infiniti sistemi di reazioni vincolarini grado di realizzare
I'equilibrio. Quindi, per ogni sistema di forze, ses sara staticamente

indeterminata.

Sono a questo punto necessarie alcune osservazioni:
* Poiché le strutture labili (anche dettnematism)i non sono in grado di

equilibrare sistemi di forze qualsiasi, esse devessere assolutamente evitate



nell'ingegneria strutturale, mentre sono l'oggettiostudio dellameccanica
delle macchine.

Nei casi particolari in cui le strutture labili smm grado di equilibrare le forze
applicate, in relazione al numero e alla disposeidei vincoli esse possono
risultare sia staticamente determinate (sono ciagado di equilibrare le forze
applicate in un sol modo) che staticamente indetei® (sono cioe in grado
di equilibrare le forze applicate in infiniti mqgdi

Da un punto di vista fisico, € inaccettabile cheuma struttura staticamente
indeterminata le reazioni vincolari possano assann&rniti valori diversi in
corrispondenza di uno stesso sistema di forze eattim realta, questa
indeterminazione e solo una conseguenza della llnaame della struttura
come corpo rigido, in questo caso inadeguata areapptare la realta fisica.
Come si vedra nel seguito del corso I'indetermioazidello stato di equilibrio
si supera abbandonando la modellazione come cmiolo e rappresentando la

struttura come corpo deformabile.



FORZE INTERNE IN UNA TRAVE. CARATTERISTICHE DELLA
SOLLECITAZIONEConsideriamo una trave ed operiamo idealmentegliota una
generica sezione, separando cosi la trave in ddiecpanplementari. Rimandando i
necessari approfondimenti aialisi della tensionee possibile qui anticipare che
I'interazione fra le due parti in cui la trave atstidealmente divisa viene modellata
tramite forzeinternedi superficie, dettéensioni

Nella figura che segue € rappresentata una dedtepduti complementari in cui la
trave e stata idealmente divisa e le tensioni agetia sezione che la delimita, la cui

normale esterna € concorde all’asse z:




La risultanteR ed il momento risultante rispetto al baricentedlal sezioneM ¢,
delletensioniagenti nella sezione in esam@ngono scomposti nelle loro componenti

secondo gli assi del sistema di riferimento lockdka trave:
R=TIi+TJ+ N

Mg =MJ +Mj + MK

(

dove:
- Le due componenti,Te T, della risultanteR secondo gli asgbx e Gy sono

denominatesforzi di taglio.
- La componente N in direzione normale alla sezienehiamatasforzo

normale.

- Le due componenti Me M, del momento risultanté/l g, secondo gli as€bx
e Gy sono denominateomenti flettenti.

- La componente M diretta in direzione normale alla sezione €& claiam

momento torcente.

Le componenti della risultante e del momento r&suk delle forze interne nel

riferimento locale sono denominatecaratteristiche della sollecitazione.



Si vogliono ora esporre le relazioni statiche chgsstono fra le tensioni agenti in
una sezione e le caratteristiche della sollecitezidcCome sara chiarito nell’analisi
della tensione, le tensione agente su un elemeatw pnfinitesimo di normale
esternatk, viene rappresentata con il simboJg per indicare che la normale esterna
alla superficie su cui agisce e orientata comeséas. Come mostrato in figura, il

vettore tensiong, € scomposto nelle sue componenti secondo glcagssiani,:

Tax \

t,=7,0+7,) +0k

Sussistono quindi le seguenti relazioni tra le itemst, agenti su una generica

sezione, la loroisultante R ed il loro momento risultanté () .

R=T,i+Tj+ N
= [(z,d+7,j +ok )dA
A

Mg =M +Mj + MK

(
=[(d+ i) O(z,j +7 +0K )dA

=| [yo,dAli+| [(->0,) dAj +| [(x,~ ¥,) d

A A

da cui, proiettando sugli assi:



T.=[r,dA T,=[r,dA N=[o,d
A A

A

MX:jyasz My:—'[ x,dA M=|(x,- y ) d/
A A

A

Le relazioni precedenti consentono, note le temsmgenti sulla sezione, di
determinare le caratteristiche della sollecitaziom&, come € intuitivo, note le
caratteristiche della sollecitazione, esse da goh sono sufficienti per determinare
la distribuzione puntuale delle tensioni.

Infatti, la modellazione della trave come corpadagadottata in questa prima parte
del corso, se sono note tutte le forze esterneeattireattive a cui la trave e soggetta,
permette solo di determinare le caratteristichdadgbllecitazione in una sezione
generica e non la distribuzione puntuale delleitemsQuesto risultato, anche se

parziale, € comunque di fondamentale importanza netccanica delle strutture.



CALCOLO DELLE CARATTERISTICHE DELLA SOLLECITAZION&nsideriamo
una trave in equilibrio soggetta ad un sistemaodzd esterne note (sia attive che
reattive) e rappresentiamola con uno schema statmoodimensionale. Operiamo

idealmente un taglio in una generica sezione coicdrgroG, in modo da isolare due

parti complementari denominatee - .

{ R®+R™=0
S Mg tM@E=0 @
; 141444 :G i nrr
_ R M. R
M(é) /I\f/l\ \ M(ﬁ)
z\ |
— mir G, ‘\ | ) \‘ G (1144 o
| N N \XL ,
_— \J/ /
Ty
R=Ti+Tj+ N “R=-Ti-Tj- N
Mg =M +Mj+MKk M) =-Mj-Mj-Mk

Nello schema statico in Figura:

R=T,i+Tj+ N e la risultante delle tensioni agenti sulla sezioolee ha per
normale esterna il versorek; Mg =Mj+Mj +Mk e il momento risultante

sulla stesse tensioni rispetto al baricentro dsdlaone.
Peril principio di azione e reazionk tensioni agenti sulla sezione che ha per
normale esterna il versork sono uguali e contrarie alle tensioni sulla sezione

che ha per normale esterna il versete Quindi la loro risultante ed il loro
momento risultante valgonreR e-M ().

R™® ¢ la risultante delle forze esterne agenti sullidep- ; M ™ (G) & il momento
risultante sulla stesse forze rispetto al barice@tr

R la risultante delle forze esterne agenti sullaeparM(G) & il momento

risultante sulla stesse forze rispetto al barice@tr



Le caratteristiche della sollecitazione possoneressalcolate imponendo I'equilibrio

della parte( - ):
R+R*=0 = —Txi—Tyj—N( =R
|\/|+|\/|(_§):0 — —MJ—MJ—MK =M (_g)

0 in maniera del tutto equivalente imponendo I'égrio della parte( + ):
-R+R™=0 = Ti+Tj+N=R"™
-M+M =0 = Mj+Mj+Mk M /°
(@) ) J K (9
L'ultima condizione di equilibrio ci permette disexyvare che attraverso la sezione in

esame, la parte- “trasmette” alla parte- un sistema di forze interne staticamente

equivalente alle forze esterne applicate allasatpartet.
In modo del tutto analogo possiamo anche ossemtageattraverso la sezione in

esame, la parte “trasmette” alla partet+ un sistema di forze interne staticamente

equivalente alle forze esterne ad essa applicate

Infine € opportuno notare che 'equilibrio dell'ana trave, gli equilibri delle due parti
in cui la trave e idealmente suddivisa e I'equibtittelle forze interne che le due parti
si scambiano (Principio di azione e reazione) nomos proprieta totalmente
indipendenti, ma tre qualsiasi di esse implicaneif@anente. Questa circostanza é

utile nella verifica dei calcoli svolti.



TRAVI PIANE Quando il sistema di tutte le forze esterne attiveattive € dotato di

un piano di simmetria che contiene l'asse dellavetrale caratteristiche della

sollecitazione si possono determinare risolvendo pooblema statico piano. In

particolare, se orientiamo il sistema di riferineemdcale in modo che il piano di

simmetria coincida con il pian@yz possiamo osservare che sono presenti solo le

caratteristiche della sollecitazioni indicate iguia, dove € rappresentato un elemento

di trave compreso tra due sezioni molto vicine @orlementare):

® . ® *
N

: \ M

D T R ALY

Linea di riferimento

Z
Z

<

N

Osserviamo che:
- Lo sforzo normale N e positivo se produce trazione
- Lo sforzoT, e positivo se tende a produrre una rotazioneadeil’elemento
Su cui agisce (quando il versare rivolto verso I'osservatore).
- Il momento flettente M e positivo se tende le fibre dalla stessa partendi
linea di riferimento convenzionale, parallela aba della trave e posta nella
direzione positiva del versofe In generale, in una trave con asse orizzontale

la linea di riferimento e verso il basso.



EQUAZIONI INDEFINITE DI EQUILIBRIO PER LE TRAVI Mk

Le equazioni indefinite di equilibrio della travieostengono imponendo I'equilibrio

di una porzione di trave compresa fra due seziosiga distanza infinitesima
(concio elementare). In generale si dovrebbe cersid uno schema tridimensionale
in cui le forze esterne siano staticamente equitiedga ad un carico distribuito che a
coppie esterne distribuite. Qui di seguito, per@ania, queste equazioni sono
dedotte solo nel caso particolare di una travegian cui le forze esterne applicate

al concio in esame siano staticamente equivaleltiaad un carico distribuito.

Equazione di equilibrio alla traslazione in senstogonale alla linea d’asse

q,dz
HIHE

T+d—sz
dz

(T +£dzj— T+ g dz=0
dz
dT
— 4+ :O
dz %




Equazione di equilibrio alla rotazione

M M +d—Mdz
7 . dz

—

T+d—sz
dz

dM dT dz
M+—dz|-M-| T+— dz| d= =0
dz j ( dz J (gd)zz
dM
dz




Equazione di equilibrio alla traslazione in senssiale

(N +d—Ndzj— N+ q dz=0
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VINCOLI INTERNI

Vedi appunti delle lezioni..........

SISTEMI DI TRAVI LABILI, ISOSTATICI ED IPERSTATICI

Vedi appunti delle lezioni...............

TRAVATURE RETICOLARI

Vedi appunti delle lezioni .............



